Kapitola 1

Goniometrické funkce

1.1 Funkce sinus, kosinus

Pred zavedenim funkci sinus a kosinus nejprve objasnime nasledujici
pojmy.

Pred samotnym zavedenim funkci sinus a kosinus objasnime pojem
orientovany tihel. Orientovanym thlem v roviné rozumime uspora-
danou dvojici polopfimek se spole¢nym pocatkem.

Konkrétni ukazku orientovaného thlu AV B vidime na obrazku 1.1.
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Obrazek 1.1: Orientovany tithel AV B s po¢ateénim ramenem V A a s koncovym
ramenem V B se zna¢i AV B

DEFINICE 1.1. Funkce sinus se nazyva funkce na mnoziné R, ktera



kazdému x € R prifadi pravé jedno yr € R.

DEFINICE 1.2. Funkce kosinus se nazyva funkce na mnoziné R, ktera
kazdému x € R prifadi praveé jedno z € R.
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Obréazek 1.2: Grafické znazornéni funkei sinus a kosinus

Z obrazku 1.2. je tedy zfejmé, ze x5, € R je prvni soufadnice bodu
L na koncovém rameni orientovaného thlu x a y;, € R j edruha
soufadnice bodu L na koncovém rameni orientované¢ho uhlu x.

PozNAMKA 1.1. Prvni sourfadnici bodu L nazyvame kosinus x a zna-
¢ime cos x.

PozNAMKA 1.2. Druhou soufadnici bodu L nazyvame sinus x a zna-
¢ime sin z.

PRIKLAD 1.1. Mé&jme dany orientovany thel z = § € R, (z = 30°
v mife stupiiové). Chceme ur¢it cosz a sinz na zikladé vyse uve-
dené definice, a pomoci obrazku 1.2. Za¢neme nejprve jednotkovou
kruznici.



x,=0,866 cm lem

Obrazek 1.3: Grafické uréeni cosz a sinz pro & = x

Do jednotkové kruznice o poloméru 1 cm pomoci thloméru vyznac¢ime
orientovany tihel * = § € R, (x = 30° v mife stupnové), jak vidime
na obrazku 1.3. Z bodu L naneseme kolmice na osu = a osu y, tim
dostaneme usecky, jejichz délka odpovida cosz a sinz pro z = %.
Prislusné délky zmérime a porovname je s tabelovanymi hodnotami.

Zéavér: cosx = 0,87 a sinz = 0,5 pro r = F.
Na zékladé DEF. 1.1. a DEF. 1.2. a z informaci o orientovaném thlu
miizeme vyvodit nasledujici identity:

o sin(z+k-27) =sinz

o cos(z+k-2m) =cosz,kdex € R, k € Z.

PozNAMKA 1.2. Zpiedchozich dvou identit vyplyvéa, Ze funkce cosx
a sin x jsou funkce periodické s periodou 2 - .

Na zékladé DEF. 1.1., DEF. 1.2. a s pouzitim PR. 1.1. mUZeme vy-
jadrit hodnoty funkce cosz a sinx pro libolny thel 2 € R. Napiiklad
pro tthel z =0 € R, (z = 0° vychdzi cosz = 1 a sinz = 0. Pro thel
r =75 €R, (z = 90° vychazi cosz = 0 a sinz = 1. Timto zptiso-
bem muzeme urcit hodnoty cosz a sinx pro libovlony thel z € R.



V nésledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty cosz a sinx pro né€které
typické thly.

Tabulka 1.1: Tabulka pravdivostnich hodnot pro zékladni vyrokové formule

z(°) 0 30 45 60 90 180 | 270 | 360
z(rad) 0 5 T % 5 ™ 37” 2m
sin VO/2 | V12 | V2/2 | V372 | V4/2 0 -1 0
cosz || vV4/2 | VB/2 | V2/2 | /2 | Vo2 -1 0 1

1.2 Grafy funkce sinus, kosinus

Grafem funkce y = sinx je kiivka zvana sinusoida.
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Obréazek 1.4: Graf funkce y = sinx

Grafem funkce y = cosz je kiivka zvana kosinusoida.
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Obréazek 1.5: Graf funkce y = cosz

Pro goniometrickou funkci danou DEF. 1.1. existuji 3 zakladni rozsi-
feni:



1. Pro funkci y = sin(x +b) , kde b € R — {0} je grafem sinusoida,
ktera vznikne posunem funkce y = sinz o hodnotu b ve sméru
oSy x

2. Pro funkci y =sinz+b=0>b+sinx, kde b € R — {0} je grafem
sinusoida, kterd vznikne posunem funkce y = sinx o hodnotu b
ve smeru osy y

3. Pro funkci y = sinb-x, kde b € R — {0} A b # 1 je grafem
sinusoida, jejiz perioda se zméni b—krat oproti periodé funkce
y =sinz.

PozNAMKA 1.3. Pro funkci y = cosz jsou 3 zakladni rozsifeni grafu
analogicka.

PozNAMKA 1.4. Plati:

{2k+1 2}

Vr € R— U{k T},

CosT

cotgxr =

Symbol tg z ¢teme tangens x, symbol cotg x ¢teme kotangens z.

Témito definiénimi vztahy je kazdému pripustnému = € R piifazeno
pravé jedno realné cislo tgz a pravé jedno realné cislo cotgz, tedy
tyto vztahy udavaji funkéni predpisy funkce tangens f:y =tgx a
funkce kotangens f : y = cotgx.

PozNAMKA 1.5. Jako piiklad goniometrické funkce z DEF. 1.1. nebo
DEF. 1.2., kterd popisuje ve fyzice konkrétni déj, miuzeme uvést
funkce:

o Yy =y, -sin(w -t + ¢g), kde y oznacuje okamzitou vychylku
kmitajictho hmotného bodu, y,, oznac¢uje amplitudu vychylky
kmitajiciho hmotného bodu, w oznacuje thlovou frekvenci a
o oznacuje posateéni fazi kmitavého pohybu. Tato funkce vy-
jadfuje zavislost okamzité vychylky na case pfi netlumeném
kmitavém pohybu hmotného bodu

e Goniometrické funkce dale vystupuji napfiklad prfi hledéani fe-
Seni diferencidlni vinové rovnice, a to v mechanice, v teorii elek-
tromagnetického pole a v kvantové mechanice.



