Kapitola 1

Zakladni funkce

DEFINICE 1.1. Funkce f na mnoziné A C R je predpis, ktery ke
kazdému prvku = z mnoziny A prifadi pravé jedno realné cislo y.

PozNAMKA 1.1. Funkci z pfedchozi definice pfesnéji nazyvame ,re-
alna funkce jedné realné proménné®“, my se vSak v této kapitole spo-

kojime s pojmem ,funkce“.

PozNAMKA 1.2. Funkci obecné znaéime y = f(z), kde prvky « € A
(nezavisle proménné) oznacujeme jako argument funkce. Prvky y € R
jsou pak zavisle proménné. Symbol f vyjadiuje konkrétni funkci.

Funkci mizeme obecné zadat jednim z néasledujicich zptsobii:

1. analytickym predpisem: rozumime zadani funce konkrétnim
y=a2% y=Inz, ...)

predpisem y = f(z), (pf.: y =
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2. tabulkou: rozumime zadani funkce vyétem funkénich hodnot

do tabulky (pf.:
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3. graficky: rozumime zadani funkce do grafu funkce, tedy pod-
mnoziny mnoziny R? (pf.: funkce zadan4 graficky je na obrazku

1.1.).



y=f®)

Y

Obrazek 1.1: Piiklad funkce zadané pomoci grafu

PozNAMKA 1.3. V8echny 3 zpusoby zadani funkce jsou navzajem
ekvivalentni, tedy kazdou redlnou funkci miZeme zadat vSemi tfemi
zpusoby.

1.1 Linearni funkce

DEFINICE 1.2. Linearni funkce je kazda funkce na mnoziné R, ktera
je dana predpisem y = a-x + b, kde a,b € R.

Specialné kdyz a = 0, pak y = b a tuto funkci nazyvime konstantni
funkce. Kdyz b = 0, pak y = a - = a linearni funkci pak nazyvame
prima tumérnost.

PozNAMKA 1.4. Obecné je grafem linedrni funkce pfimka.

Grafy jednotlivych typt linearnich funkci jsou:

1. pro funkci y = a-x + b, kde a, b # 0 je grafem pfimka rizno-
bézna s osami z, y

2. pro funkciy =a-x+0b, kde a =0, b # 0, tedy pro funkci y = b
je grafem pfimka rovnobéZzna s osou z, prochazejici bodem o
soufadnicich [0, b]

3. pro funkciy = a-x+b,kde b =0, a # 0, tedy pro funkciy = a-x
je grafem primka riznobézna s osami x, y, prochazejici bodem
o soufadnicich [0, 0] (poc¢atkem soustavy soufadnic).



PozNAMKA 1.5. Ke konstrukei grafu obecné linedrni funkce staci dva
ruzné body.

PRIKLAD 1.1. Chceme nacrtnout graf funkce y = 2 - x — 1. Protoze
k vytvoreni grafu této funkce ndm stac¢i 2 ruzné body, vyberem si
tedy vhodné body o soufadnicich [0, y1], [x2,0]. Soufadnice y; a zo
dopocitame dosazenim x; = 0 a y3 = 0 do rovnice y = 2 - x — 1.
X 0 | 0,5
y || -1 0 [
Nyni vyneseme oba body z tabulky do soustavy soutadnic, a spojime
je pfimkou. Tim ziskdme graf funkce y = 2 - x — 1, jak jej vidime na
obrazku 1.2.

Soutadnice obou bodi zapiSeme do tabulky

y=2x-1

Y

Obrazek 1.2: Graf funkce y =2-z — 1



1.2 Kvadraticka funkce

DEFINICE 1.3. Kvadratickd funkce je kazda funkce na mnoziné R,
které je dana predpisem y = a-22+b-z+c, kde a € R—{0}; b,c € R.

Grafem kazdé kvadratické funkce je kiivka zvana parabola. Vyznam-
nym bodem kazdé paraboly je vrchol paraboly-V.

Po0zZNAMKA 1.6. Vrchol paraboly chdpeme jako priisecik osy paraboly
a poraboly samotné. Po zvladnuti diferencidlniho poc¢tu se dozvime,
7e vrchol paraboly je jeji lokalni extrém.

K jednoznacnému urceni paraboly a k nacrtu grafu nam jiz 2 rizné
body nestaci. K pfiblizné konstrukei grafu kvadratické funkce je uzi-
tecné urcit vrchol paraboly a pruseciky s osami z, y. Graf obecné
kvadratické funkce vidime na obrazku 1.3.

A

y

Y

Obrazek 1.3: Graf obecné kvadratické funkce

Grafy jednotlivych typt kvadratickych funkei jsou:

1. pro funkci y = a-22 +b-x+c, kde b,c = 0; a # 0, tedy pro
funkci y = a-2? je grafem parabola s vrcholem V' o soufadnicich
[0, 0] soumérna podle osy y



2. pro funkciy = a-2%+b-z+c,kde b = 0; a,c # 0, tedy pro funkci
y = a- 22 + c je grafem parabola s vrcholem V o soufadnicich
[0, c], kterd vznikne z paraboly y = a - 22 posunutim ve sméru
osy y (je-li ¢ > 0 posunuti ve sméru kladné osy y, je-li ¢ < 0
posunuti ve sméru zaporné osy y)

3. pro funkciy = a- 2% +b-x +c, kde a,b,c # 0 je grafem para-
bola s vrcholem V| jehoz soufadnice uréime postupem zvanym
»,doplnéni na tplny ¢tverec*, coz mizeme vyjadiit nasledujicim
matematickym postupem:

b
y:a-x2+b-x—|—c:a~(x2+-J:)—i—c:
a

a2 ®¥oL
=a X e X 2.4 a 4.(12 C =
b \?2 b2
:a'<“z.a> +<‘“4.a>v
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b].

vrchol V' ma tedy nésledujici soutadnice [—%, cC— 1=

PRIKLAD 1.2. Chceme nacértnout graf funkce y = 2- 22 +3 -z + 1.
Nejprve urc¢imeme souradnice vrcholu paraboly V' a priseciky s osami
x,y. Tyto body ndm postacéi k jednozna¢nému urceni paraboly a k
nacrtnuti grafu.
Souradnice vrcholu V' ur¢ime metodou ,,doplnéni na tplny ¢tverec®,
kokrtétné takto:

2 2
3 3 3
— 9.2 . 1=2. 2 — . — —_92.( = 1=
y=2-2°4+3-2+ 2 :E+2 T+ 1 2 1 +
2 2
3 9 3 1

Souradnice vrcholu V' tedy jsou [—%, —%]. Zbyva ndm urcit pruseciky
s osou z a s osou y. Prisecik s osou z mé y-ovou soutfadnici rovnu 0,
proto priseéik s osou  dostaneme FeSenim rovnice 0 = 2-224+3-z+1.
Resenim této kvadratické rovnice jsou kofeny z1 = —1 a x5 = —%,
tedy je zfejmé, ze priseciky s osou x jsou dva a maji soufadnice
[~1,0] a [-3,0].



Priisecik s osou y ma z-ovou soufadnici rovnu 0, proto prisecik s osou
y dostaneme feSenim rovnice y = 2-0+3-04+1 = 1. Prtsecik s osou y
je jeden a mé soutadnice [0, 1]. Soufadnice vSech ¢tyF bodl zapiseme

X -1 -0,75 -0,5 | 0
do tabulky S0 o 0 1

do soustavy soufadnic, a na¢rtneme jimi parabolu. Tim ziskdme graf
funkce y = 2- 22 + 3 - x + 1, jak jej vidime na obrazku 1.4.

. Nyni vyneseme body z tabulky

Y y=2x+3x+1

Obrazek 1.4: Graf kvadratické funkce y =2-22 +3 -2+ 1

DEFINICE 1.4. Mocninna funkce s prirozenym mocnitelem je kazda
funkce na mnoziné R, ktera je dana pfedpisem y = a - 2™, kde a €
R—-{0};neN.

POzZNAMKA 1.7. Pro n = 2 dostavame funkci y = a - 22, tedy kvad-
ratickou funkci.

PozNAMKA 1.8. Grafem kazdé mocninné funkce s pfirozenym moc-



nitelem je kfivka zvanéd parabola n-tého stupné.

PozNAMKA 1.9. Je-li n v definici mocninné funkce mensi neZ nula
(n < 0,n € Z), pak plati nasledujici identita:
a
y=a-z"=a-x" " =—,m=-n,meN,
xm

1.3 Linearni lomena funkce

DEFINICE 1.5. Nepfimé tmérnost je kazda funkce na mnoziné R— {0},

ktera je dana piedpisem y = £ kde k € R — {0}.

xT

Grafem kazdé funkce nepfimd tmérnost je kiivka zvand hyperbola.
Vyznamnym bodem kazdé nepfimé imeérnosti je bod o soufadnicich
[0, 0], ktery mtZeme oznacit jako tzv. ,bod nespojitosti®.

PozNAMKA 1.10. Zminény ,bod nespojitosti“ chapeme jako prusecik
dvou na sebe kolmych pfimek, v tomto pripadé prusecik osy = a y.
Téchto dvou pfimek se dand hyperbola nedotkne v zadném bodé.

K priblizné konstrukci grafu nepfimé timérnosti nam postaci znalost
hodnoty k, které nam ur¢i jak orientaci hyperboly, tak jeji ,,priuhyb*.
Graf obecné funkce nepfimé imérnost vidime na obrazku 1.5.

Funkci y = g milzeme rozsifit o realnou konstantu nésledujicimi

dvéma zpusoby:

1. Funkce y = §+q ,kde k, g € R—{0}. Grafem této funkce je opét
hyperbola, kterd vznikne posunem funkce y = % o hodnotu ¢
ve smeru osy y

2. Funkce y = %Jrq , kde k, g € R—{0}. Grafem této funkce je opé&t
hyperbola, kterd vznikne posunem funkce y = g o hodnotu ¢
ve sméru osy .

PozNAMKA 1.11. Pro funkci y = g + ¢ se zméni soufadnice ,,bodu
nespojitosti“ z [0, 0] na soufadnice [0, ¢]. Pro funkci y = ﬁ_q se zméni

soufadnice ,,bodu nespojitosti“ z [0, 0] na soufadnice [g, 0].

DEFINICE 1.6. Linearni lomena funkce je kazda funkce na mnoziné
b

T+ c —_ m-z+4n

. +% z+o

ax+b __
cxr+d

R — {—%}, kterd je ddna pfedpisem y =
kde a,b,c,d € R, ¢ # 0.
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Obréazek 1.5: Graf obecné funkce nepfimé, timérnost

PozNAMKA 1.12. V DEF. 1.6. musi byt splnéno a-d—b-c # 0.
2ztl  7Zadanou
r—1

PRIKLAD 1.3. Chceme nadrtnout graf funkce y =
funkci upravime tak, abychom pfi nacrtu grafu mohli vychéazet z ne-

pfimé timérnosti. Postupujeme tedy takto:

2041 2. 241-2+42 2-2-2+3
B T -1

rz—1 rz—1
3

x—1"

2. -2 3
4+ — =2+
r—1

Zacneme tedy nejprve s grafem funkce y = %, v obrazku 1.6 ¢arko-
vana hyperbola. K nac¢rtu tohoto grafu zvolime nékolik bodt napft.

r—1



’; ? ::1)’ :1)) 113 . Na zéklad& piedchozich vypodét mtizeme déle

postupovat tak, ze graf funkce y = % posuneme o 2 ve sméru kladné

osy ¥y a o 1 ve sméru kladné osy x. Dostaneme tak vysledny graf

funkce y = Z%£L v obrazku 1.6 plnd hyperbola.

Obréazek 1.6: Graf linearni lomené funkce y = %



